4. Skalarprodukt zweier Vektoren

A) Einleitunqg: Projektion von Vektoren

Def. 0
Gegeben sind die Vektoren a und b . Die Projektion a, von a auf b erhalt man,

indem man von der Spitze von a eine Linie zieht, die senkrecht auf b steht.




B) Definition des Skalarprodukts im R2

Def. 1
Seien a und b Vektoren im R2 . Als Skalarprodukt a e b definiert man

die reelle Zahl (also den Skalar) |a| |b| cose .
@ ist der von den Vektoren eingeschlossene Winkel, wobei 0 < 9o < 7 |

Hier muf3 man zur Berechnung des Skalarprodukts den Winkel kennen.



C) Berechnung des Skalarprodukts ohne Kenntnis des Winkels

Satz 1 (Eigenschaften des Skalarprodukts; gelten im R" )

1)

1D

e b =b e a (Kommutativgesetz)

2) Seil eR: (la) eb =A(a eb)=a e ( Ab)

3) ae(b+c)=aeb +aec (Distributivgesetz)

4) Aus der Def. 1 folgt unmittelbar: (sind a, b beide nicht der Nullvektor und)

aeb =0 = a und b stehen senkrecht aufeinander.

Das Skalarprodukt testet auf Orthogonalitat.

Satz 2 (Koordinatendarstellung im R2 )
Sei§=(ax,ay)=axgx+aygy. Q=(bx,by)=bxgx+b e,
Danngilt: a e Q:aX bX +ayby.

Jetzt kann man den eingeschlossenen Winkel berechnen (!) :

aeb aeb
COSp = ------- => ¢ =arccos ( ------- )
lal bl la| [b]

Satz 3 (Koordinatendarstellung im Rn)

Im R3 gilt: a b =ay by +ay by +az by =|a| |b| cosg
[so kann man den Winkel zwischen den Vektoren berechnen].

n
ImRNgilt.t aeb=aj by +apby+...+apnby= D ajb
i=1

=:|al [b] cos¢ [so kann man den Winkel definieren].



D) einige Anwendungen des Skalarprodukts

0) Wenn in der Aufgabe Winkel zwischen Vektoren auftreten, kann das Skalarprodukt

nitzlich sein.

1l)a-e = a (das Skalarprodukt mit dem i-ten kartesischen Einheitsvektor liefert die

i-te kartesische Koordinate).

2) Fur den Betrag eines Vektors gilt: ‘ a ‘z vaed (kompakte Schreibweise fur den

~Pythagoras®)

3) Fur die Projektion a, von a auf b qilt (ep ist der Einheitsvektor in Richtung b ) :

a,= |a| cosp ep (s.SkizzeinDef.0!)

= |a| S — b (cosep ausSatz2, ep=b/|b]).
lal [b] b beb

4) Fur die (mechanische) Arbeit gilt: W=F e s . F bezeichnet die Kraft,
die am Korper angreift, s den vom Korper zuriickgelegten Weg.
5) Auflésen einer Vektorgleichung nach einem skalaren Parameter, z.B.:

(*) r=P+tv ;
Skalarprodukt der GI. (*) mit v
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fev=Pev+tvey = t =(rev-Pe

6) Herleitung geometrischer Sachverhalte, z.B.: Satz des Thales , Cosinus-Satz



5. Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Def. 1
Nur im R3 ist das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) ax b wie folgt definiert:

a) Der Vektor a x b steht senkrecht auf a und b, und zwar so,dal3 a,b und axb in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden .
b) FUr den Betrag gilt: |axb | =al |b| sing , ¢ ist der eingeschlossene Winkel.
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Bspl. (aus der Physik)

E  Drehmoment einer Kraft F
p Drehimpuls
WX Bahngeschw. einer Drehbewegung

v
E=qvxB Kraft auf eine Ladung q mit Geschw. v im Magnetfeld B



Satz 1 (geometrische Interpretation)
1) | a x b | ist der Flacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms.

2)Sind a und b kollinear, ist das Kreuzprodukt der Nullvektor;
insbesondere: axa=0.

Satz 2 (Eigenschaften des Vektorprodukts)
l)axb=-bxa (antikommutativ, da negatives Vorzeichen)

2)Seia € R; a (axb)=(a axb= ax(ab)

Auch «a (axb) istnaturlich senkrechtzu aund b .
Jax(b+c)=axb + axc (Distributivgesetz)

4) Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ.

xX€; =8y aber (gxxgx)xgy= 0

Es qilt aber der sog. Entwicklungssatz:ax(bxc) = b(ae c)-c(ae b).

Bspl: e, x (e, xgy)) =€

Bei Vektoren, die beliebig im R3 liegen, ist es nicht immer leicht, geometrisch a x b zu

ermitteln. Dabei hilft dann:.

Satz 3 (Koordinatendarstellung)

Seia=(ayx,ay,az) ,b=(bx, by, bz).Dannqgilt:

QXQ =(aybz - azby,asz - axbz,axby - aybx)

Einige Anwendungen des Kreuzprodukts

1) Konstruktion eines Vektors, der senkrecht auf zwei anderen steht (s.0.)
2) Viele physikalische Grof3en sind als Kreuzprodukt definiert (s.0.) .

3) Geometrische Anwendungen, z.B. Flachenberechnung (s.0.)



Def. 2

Das gemischte Produkt a e (b x c) heil3t Spatprodukt.

Satz 4

1) Der Betrag des Spatprodukts liefert das Volumen des von den drei Vektoren a, b
und ¢ aufgespannten Korpers. Dieser stellt ein Parallelepiped dar und wird auch Spat

genannt.

2) Das Spatprodukt ist daher Null, wenn alle drei Vektoren in einer Ebene liegen: es testet

auf Komplanaritat.

3) ae(bxc) =(@xb)ec.
Daher benutzt man auch die Abkirzung:[a b c].
Fernergilt: [abc] = [bcal =[calb
(zyklisches Vertauschen der Vektoren)

4) In der Koordinatendarstellung erhalt man durch Ausrechnen:

ae (bxc)= a, (bycZ - bzcy) + ay (bzcx - bxcz) + a, (chy - bycx).

Die rechte Seite kann man auch durch das folgende Schema darstellen:

a, a, a,
b, by b,
Cx Cy G

Ein solches Schema nennt man eine 3 x 3 - Determinante. Die Auswertung dieser
Determinante erfolgt nach der ,Determinanten“-Regel , die wir schon beim Vektorprodukt
kennengelernt haben, und liefert dann den obigen Ausdruck. Bem.: das Vektorprodukt

sieht nur aus wie eine Determinante, das Spatprodukt ist eine Determinante.
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