6. Folgen und Reihen

A) Definitionen und Beispiele

Def. 1 ( Folge)

Eine Funktion f : N — R heil3t (reelle) Folge. Die Funktionswerte f(n) = a, nennt man
die Glieder der Folge. Schreibweise: a;,a,,as,... oderkurz (a,) .

Def. 2 (spezielle Folgen)

a) Eine Folge mit konstanter Differenz der Folgeglieder, also d = a1 - a, (d #0),
heil3t arithmetische Folge.

an+1 = an + d ist das rekursive Bildungsgesetz.
ans1 = a1 +nd ist das direkte Bildungsgesetz.

b) Eine Folge mit konstantem Quotienten der Folgeglieder, also q= an+1 / an (q #0,
g # 1), heil3st geometrische Folge.

an+1 = an *Q ist das rekursive Bildungsgesetz.
n . : .
ant1 = a1 *q ist das direkte Bildungsgesetz.

¢) Eine Folge mit wechselndem Vorzeichen der Folgeglieder, also an«; * a, <0 , heifdt
alternierende Folge.

d) Eine Folge mit gleichbleibenden Folgegliedern, also a, a, a, ..., heilt konstante Folge.

e) Die Folge 1,1/2,1/3, 1/4 ,.... , also a, = 1/n , heil3t harmonische Folge.



Def. 3 (Reihe)

Addiert man die ersten n Glieder einer Folge (a,), erhalt man die n - te Teilsumme
(Partialsumme) dieser Folge:

Sn= ar+a+..+an = » ag

Die Folge s1,S2,S3, ... ,Sn,... = (sp) heildt Reihe (zur Folge (an) ).

Wichtige Reihen sind : die arithmetische , die geometrische , die harmonische Reihe.

Satz 1
e : N n(n-1)
a) Fur die arithmetische Reihe gilt: s, =na; + > d = E (ap+an) .
b) Fir die geometrische Reihe gilt: s, = a;
—-q

c¢) Fur die harmonische Reihe kann man keine Summenformel angeben, nur eine
Abschatzung tber den natirlichen Logarithmus:

In (n+1) < Z

< In(n+1.



B) Konvergenzbetrachtungen (Grenzwert)

Def. 1

Eine Folge heil3t konvergent, wenn sie einen Grenzwert ( ,limes*) hat.

Ist a der Grenzwert der Folge (a,), schreibt man: lim ap,=a .
n—o0

lim ap = a , wenn man sich ein beliebiges Intervallum a ,also (a-&, a+ &) mit
n—o0

beliebigen ¢, vorgeben kann und dann dazu passend jeweils ein ng findet, so dal3 fur
n>ny alle Glieder der Folge in diesem Intervall liegen.

Kurz: zujedem & >0 gibtesein np,sodal3|a, -a | < & fir (alle)n>ng .
Eine nicht-konvergente Folge heil3t divergent.

Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 heil3t Nullfolge.

Satz 1 (Grenzwertsatze fur Folgen)

(an) und (bp ) sollen konvergente Folgen sein:  lim ap=a , lim by=b.
n— oo n— o0

Dann gilt:

@ lim@, = bp)=a £ b

n—oo

() lim (@ * bn) = a * b
n—oo

@© lim @y /bn) = alb (b #0)
Nn—o0

@ lim (@) = (limay)" = a'
n—>oo nN—>oo

Aus (a) und (b) folgt ( «, g sind konstante Zahlen) : Iim (¢a, +fby) = a lima, + glim b,
Dies nennt man die Linearitat des Grenzwertes.

Def. 2 (ein spezieller Grenzwert)

1 n
Sei a,= (1+ — ) .Man kann zeigen, dal3 diese Folge einen Grenzwert hat. Diesen
n

. . 1. n
Grenzwert nennt man die Euler * sche Zahl e. Also: e= lim (1+=) .
n—oo n



Def. 3

Wenn eine Reihe ( s, ) konvergiert, heilt der Grenzwert auch Summenwert:  lim s, =s.

N—o0
n 0
Da sp= ai+ay+..+a, = » a ,schreibt manfur lim s, auchkurz: > ay .
k=1 N—o0 k=1
Satz 2 (Konvergenz spezieller Reihen)
a) Die arithmetische Reihe divergiert.
. . . . . . a
b) Die geometrische Reihe konvergiertfir |q| < 1;esgiltdann: s = ——
—q
c) Die harmonische Reihe divergiert.
o 1 1 o - 2
d) Die Reihe 1 + — + —+ ... konvergiert, ihr Summenwert ist — = 7°/6.
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