2. DGL 1. Ordnung

2.1 Die lineare homogene DGL

Allgemeine Form:  P1(X) y'(X) + Po(x) y(x) =0 .

P1(x) und Po(x) sind bekannte Funktionen, die sog. Koeffizienten.

Bem.

Es gibt eine sehr einfache Losung der DGL, namliche die Nullfunktion y(x) = O
(d.h. y(x) =0 fiir alle x). Denn fiir sie gilt ja auch: y' (x) = 0 und damit erfillt die

Nullfunktion die DGL. Man nennt sie auch die triviale Losung.

A) Ein wichtiger Spezialfall : konstante Koeffizienten
Pi(x) = a; =const , Pg(X)=ag=const : a;y (X) +agy(x) =0 .

Division durch a; (a;#0) ergibt die Normalform: y'+ay=0 ,a=ap/a; (*).

Wie bei gewdhnlichen DGL Ublich, hat man das Argument der gesuchten Funktion

weggelassen: y = y(x) !l

Wir konstruieren jetzt die Lésung der DGL (*) .

1. Lésungswed: Ruckgriff auf Kenntnisse tber Funktionen

(*) = y(¥) =-ayX) .
Eine Funktion, deren Ableitung bis auf den Faktor (-a) mit der Funktion selber

Ubereinstimmt, ist die e - Funktion y;(x)=e ax. Wegen der Linearitat der DGL

|6st auch y(x) = c1 y1(X) = C1 e die DGL (Beweis durch Probe).

Da man auch c; = 0 wéahlen kann, ist auch die Nullfunktion in der Lésungsformel mit

enthalten.



2. LOsungsweq: systematische Integration

(*) => y'(X)/y(x) =-a ,wobei y(x) =0 vorausgesetzt wird.
Da die linke Seite die Ableitung von In |y(x)| (die sog. logarithmische Ableitung) ist,
ergibt die Integration beider Seiten:

In ly(x)| + 51 = -ax+ 62 => In|y(xX)|=-ax+ 52- 51 =-ax+C

_ax+C C

=> lyx)| = e = g- e X

- -ax
=> y(x) = + ¢C e =c e .

Bem.
Wenn c; =0, dann ist y(x) =0, wie wir es vorausgesetzt haben.
Setzt man c; = 0, erhalt man die Nullfunktion, von der wir ja schon wissen, dass sie

die DGL I6st. Diese triviale Lésung ist also in der obigen Lésungsformel enthalten.

3. Losungswedg: Exponentialansatz

Man macht zur Lésung der DGL einen entsprechenden Ansatz, der auf den

bisherigen Erfahrungen beruht, den sog. Exponentialansatz : y(x) = e X (A ist
konstant und gesucht !) und geht damit in die DGL.:

(*) => se™ + ae™®=0 => 1+a=0 =>1=-a.

Damit liefert der Ansatz die Lésung: yi(x)=e ax.

Wegen der Linearitat |0st auch y(x) = c¢1 yi(X) = ¢1 e die DGL (s.0.).

Bem.
Jede lineare homogene DGL mit konstanten Koeffizienten kann man durch den

Exponentialansatz [6sen !!



Satz 1 (Zusammenfassung)

1)
Die allgemeine Lésung der DGL  y'(x) +ay(x) =0 lautet: y(x)=cie "
»Allgemein® heil3t, dass jede Losung der DGL hat diese Form hat [Braun S.4] .

Da man auch c; = 0 wéahlen kann, ist auch die Nullfunktion y(x) = 0 eine (spezielle)
Losung der DGL.

2)

Muss die gesuchte Funktion y(x) neben der DGL noch eine sog. Anfangsbedingung
erfillen, liegt ein Anfangswertproblem (AWP) vor. Dadurch wird die Konstante c;
festgelegt:

Sei y(xo) = Yo (AWP in allgemeiner Form). Eingesetzt in die allgemeine Losung
erhalt man:

_ —axg _ _ _ ax
y(Xo)=cre 0 =y, =>ci=y, e?0

Damit lautet die Losung des AWP (dies ist eine spezielle Lésung der DGL) :

y(X) = Yo e Xo e-ax = Yo e_a(X_XO) )

Die L6sung des AWP ist eindeutig.

Insbesondere wird das AWP y(Xo) = 0 nur durch die Nullfunktion gelost.



B) Der allgemeine Fall : beliebige stetige Koeffizienten

Die DGL P1(X) y'(X) + Po(x) y(x) =0 wird durch Py(x) dividiert. Dabei wird

P1(x) # 0 vorausgesetzt; ggf. muss man Intervalle zwischen den Nullstellen
betrachten. Man erhélt so die Normalform der DGL: y'(x) + P(x) y(x) =0, P(x) :=
Po(X) / P1(x) (* *)

Bem.

Der Exponentialansatz geht hier nicht !
Setzt man y(x) = e’b( (A ist konstant ) und geht damit in die DGL, erhélt man :

(% %) => ieﬂx + P(X)e/b( =0 => A +PX)=0 =>1=-P(x) .
Damit ist A4 also nicht konstant: dies ist ein Widerspruch zum Ansatz !

Die L6sung kann aber so wie im obigen 2. Lé6sungsweg konstruiert werden.

Satz 2:
Wir untersuchen die DGL y' + P(x)y =0 ,y=y(x), P(x) sei stetig im einem

Intervall | .

1)

In diesem Intervall lautet die allgemeine Lésung der DGL: y(x) =cy e Q) :

Q(x) ist eine Stammfunktion von P(x) : Q(X) = jP(x)dx , wobei die

Integrationskonstante C frei wahlbar ist (z.B. C = 0). Allerdings kann diese

Integration oft nicht analytisch durchgefiihrt werden.

2)
Das AWP y(Xo) = Yo hat eine eindeutige Losung, namlich:

Yawp(X) = Yo eQ(XO) e QM) _ Yo e_(Q(X)—Q(Xo)) _

3.)
Wenn die Integration numerisch erfolgen muss, ist folgende Darstellung besser:

X
— [P(t)dt
Yawp(X) = Yo € X0



Beweis: verlauft analog zum 2. Lésungsweg in (A)

1)

(x*) => y'(x)/ y(X) = - P(x) , wobei y(x) =0 vorausgesetzt wird.

Die linke Seite die Ableitung von In |y(x)| (die sog. logarithmische Ableitung).
Ihre Integration ergibt also In |y(x)| + 51.

Die Integration der rechten Seite ergibt die allgemeine Stammfunktion von - P(x),
also: - (Q(x) + 52).

Wir haben also:

Inlyool+ C1 = - QX+ C2)  => Inly(|=-Q(x) - C2- C1 =-Q() + C
= o) = e QT = €0 =y = 2 € e QM) = ¢, QM)
Wenn ¢, # 0, dann ist y(x) =0, wie wir es vorausgesetzt haben.

Setzt man c; = 0, erhalt man die Nullfunktion, welche auch die DGL (* *) lost.

Diese triviale L6sung ist also in der obigen Losungsformel enthalten.

2)
Die Losung des AWP ergibt sich unmittelbar aus der allgemeinen Lésung.

3)
X

Da Q(x) eine (beliebige) Stammfunktion von P(x) ist, gilt: Q(x) = J'P(t)dt
a

(die untere Grenze ist beliebig).

X X0 X
Q(X) — Q(Xo) = J'P(t)dt - J'P(t)dt = IP(t)dt . Dieses Integral steht im
a a X0

Exponenten.



2.2 Die lineare inhomogene DGL

Allgemeine Form:  P1(x) y'(x) + Po(X) y(X) = Rj (X) .

R;j (x) ist die Inhomogenitét, die traditionell auf die rechte Seite der DGL geschrieben
wird. Nach der Division durch P3(x) erhalt man die

Normalform: y'(x) + P(x) y(x) = R(x) , wobei R(x) = Rj (x) / P1(X) .

Satz 1

Geg. sei die lineare inhomogene DGL y'(x) + P(x) y(X) = R(x) . AuRerdem soll
gelten:

Yy(Xo0) = Yo (AWP). Das Losungsverfahren gliedert sich in die folgenden Schritte:

1. Schritt;

Man bestimmt zundchst die allgemeine Losung yn(X) der zugehérigen
homogenen DGL y'(x) + P(x) y(x) =0 .

2. Schritt:
Dann bestimmt man e ine Funktion y; (x), welche die inhomogene DGL erfllt.
yi(X) ist eine sog. partikuléare (= spezielle) Losung der inhomogenen DGL.

3. Schritt:

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet dann y(x) = yu(X) + Vi (X) .

4. Schritt:

Die Bestimmung der Integrationskonstanten erfolgt mit Hilfe der Anfangsbedingung.
Diese Angangsbedingung bezieht sich jetzt auf die inhomogene DGL. Die Lésung
des AWP ist eindeutig.

Bem.

1) Der Satz gilt fir alle linearen DGL .

2) In den Anwendungen stellt die Inhomogenitat R;(x) oft eine aul3ere Anregung
(Stérung) des Systems dar (“Storfunktion”) .

3) Die Nullfunktion ist keine Lésung der inhomogenen DGL .



A) Ein wichtiger Spezialfall : konstante Koeffizienten, d.h. y'(x) + a y(x) = R(x)

In diesem Fall kann man zur Ermittlung der partikularen Losung y; (x) mit einem

Ansatz arbeiten, der sich an der Form der Storfunktion orientiert.

Anschauliche Begrindung:
ein System mit konstanten Komponenten werde durch eine DGL mit konstanten

Koeffizienten beschrieben. Ein solches System kann man auch als ,passiv®
bezeichnen.

Seine Reaktion auf die aufRere Anregung wird von der Form wie diese Anregung

sein.

Ansatze fur typische (einfache) Storfunktionen:

Storfunktion Ansatz fur y; (x)

R(x) = const yi (X) = d (also auch konstant)

R(x) = A cos(kx) yi (X) = dy cos(kx) + d sin(kx)
R(x) = A sin(kx) yi (X) = dy cos(kx) + da sin(kx)

R(x):AeaX yi(x):deax
R(x)=ax+b yi(X) =dy x+d;
Mit dem geeigneten Ansatz geht man in die DGL und bestimmt die noch offenen

Parameter des Ansatzes. Wenn der Ansatz nicht zum Erfolg fuhrt, man die

Parameter also nicht bestimmen kann, muss man einen neuen Ansatz gibt.



B) Der allgemeine Fall : beliebige stetige Koeffizienten

Bspl.: y+xy=4; P(X)=x , R(x) =4 konstante Storfunktion .
Ein Ansatz fur yi(x) in Form der Storung geht nicht mehr!
Ein solcher Ansatz, also yj(x)= d (= const), liefert:

O0+xd=4 => d=4/x :diesistaberein Widerspruch.
Wir bendétigen also ein anderes Verfahren!

Anschauliche Begrindung: die Komponenten des Systems sind jetzt selber

veranderlich.

Man lasst sich bei der Suche nach der partikularen Lésung der inhomogenen DGL
von der Form der LOsung der zugehérigen homogenen DGL leiten: yy(x) = ¢ e QW
und greifen wieder zum Verfahren "Variation der Konstanten™ .

Man macht also den Ansatz: vy; (X) = c(X) e_Q(X) )

Mit diesem Ansatz gehen wir in die DGL. Das Ergebnis ist im nachsten Satz

festgehalten.

Satz 2
Eine partikulare Lésung der inhomogenen DGL y'(x) + P(x) y(x) = R(x) ist gegeben
durch:

-Q(X)

yi(x) = c(x) e , C(X) = JR(x)eQ(X)dx , wobei Q(x) eine Stammfunktion von P(x)

ist.
Bem.

Satz 2 gilt naturlich auch fur konstante Koeffizienten. Er gilt fir beliebige (stetige)

Inhomogenitaten. Das Integral kann oft nur numerisch ermittelt werden.



