3. Mehrfachintegrale

Erste Grundaufgabe:

Berechnung des Volumens eines Kdrpers mit nicht-ebener Begrenzungsflache.

(> Bild B, Abb. 1)

Gegeben ist die Funktion f(x, y). A sei ein Bereich in der x-y-Ebene, z.B. ein
Rechteck oder ein Kreis oder eine andere (ebene) Flache. Wenn (x,y) in A liegt,
soll z =1f(x, y) positiv sein (Kurznotation f(A) > 0). Der entsprechende Ausschnitt
des Graphen der Funktion ist dann ein Flachenstick G, das sich tGber A befindet

(,schwebt*) und i.a. nicht eben ist (Kurznotation G = f(A) ).

Der Korper, den wir mit  K(A; f) bezeichnen wollen, wird begrenzt durch

- den Bereich A (,Boden®)

- das Flachenstick G =f(A) (,Deckel”) ,

- die Uber dem Rand von A errichtete senkrechte ,Wand“ (,Mantel*). Hat die
Funktion am Rand von A (oder Teilen davon) den Funktionswert Null, fehlt dort die
~WVand®.

Gesucht ist das Volumen V(K) dieses Korpers.

Idee (wichtig; s.a. eindimensionale Integralrechnung): (> Bild B, Abb. 2)
Der Korper K(A; f) wird in n senkreche Saulen unterteilt (zerlegt).

Der Boden der i-ten Saule ist das Flachenstiick A4; . Ihr Volumen sei AV; .

n
Esgilt: V(K)= ) AV .

i=1
Fur jede Saule wahlt man innerhalb von AA; willkiirlich eine Stiitz-Stelle (x;, yi),
deren Funktionswert f(x;, y;) als Hohe eines Quaders genommen wird. Das
Volumen dieses Quaders ist gegeben durch AQ; = f(x;, yi) AA; . Das Volumen einer

Saule wird so durch AQ; approximiert: AV; ~ AQ;, und damit:

V(K) ziAQi = > f(x;, yi) DA,

i-1 i=1

Jetzt lasst man n — o0 gehen (immer mehr und immer feinere Saulen) und gelangt

zum Doppelintegral (Satz 1).



Der Satz wird zunéachst fur eine allgemeine Funktion f(x,y) formuliert.

Satz 1

Sei f(x,y) stetig in A c R% Dann existiert der Grenzwert InimZ F (i, y‘)AA‘,

—0 =1

sofern AA — 0 . Der Grenzwert ist unabhangig von der Wahl der Zerlegung und der
Wahl der Stutzstellen. Der Grenzwert wird mit dem folgenden Symbol bezeichnet,

wenn man andeuten will, dass er aus einer Summe entstanden ist: fA fx,y)dA .

Da bei der Auswertung des Integrals Uber den flachenhaften Bereich A integriert

wird und dies mit Hilfe zweier gewohnlicher Integrationen geschieht (s. Satz 1b), ist

folgende Notation ebenfalls sinnvoll: [f, f(x,y)dA .

Das Integral heil3t Doppelintegral, Zweifachintegral, Bereichs- oder Gebiets-

integral. A ist der Integrationsbereich, dA heil3t Flachenelement.

Satz la

Ist f(A) >0, hat das Integral eine geometrische Interpretation: es ist das Volumen

V(K). Die Funktion f muss dann mit einer Langen-Einheit bedacht werden.

Ist f(A) =1, ist das Integral gleich dem Volumen des Kdrpers mit der Grundflache A

und der konstanten Hohe 1 (eine Langeneinheit). Dieses Volumen ist zahlenmafiig

gleich der Flache von A: Flache(A) = [f, dA.

Wir kbnnen mit dem Doppelintegral ffA dA also auch die ,0. Grundaufgabe®, die

Berechnung der Flache ,unter einer Kurve” (s. eindimensionale Integralrechnung)
durchfuhren: A wird in der 0. Grundaufgabe begrenzt durch die x-Achse (genauer:
a<x < b), durch den Graphen der Funktion y = g(x) (> 0) und seitlich durch die
senkrechten Geraden bei x=a sowie x=b. Zur konkreten Berechnung brauchen wir
aber noch den folgenden Satz 1b.



Satz 1b

Verwendet man zur Beschreibung des Integrationsbereich A kartesische
Koordinaten, gilt fur ein kleines Flachenstlck: AA; = Ax;Ay; oder AA; = Ay;Ax; .
Damit gilt fir das Flachenelement: dA =dx dy oder dA =dydx.

Die konkrete Reihenfolge der Symbole (dx, dy) legt die Integrationsreihenfolge fest.

a) Der Integrationsbereich A ist das Rechteck a<x<b, c<y <d.
Dann kann das Doppelintegral so geschrieben werden: ff fcdf(x, y)dy dx .
Die Auswertung geschieht so: [ [* f(x,y)dy dx = [ { [ f(x,y)dy} dx;

erst wird das ,,innere* Integral fcdf(x, y)dy berechnet, also die Integration

beziglich y, wobei x als konstant angesehen wird. Dann wird das verbleibende

»-auldere” Integral, also die Integration beziglich x, berechnet.

Wegen der festen Grenzen ist aber auch die andere Reihenfolge problemlos
T d b d b
moglich: [ [ fGey)dxdy=[" {J f(x,y)dx} dy .
Die Auswertung erfolgt analog zu oben: erst wird das ,,innere” Integral fff(x, y)dx

berechnet, also die Integration beziglich x, wobei y als konstant angesehen

wird. Dann wird das verbleibende ,aul3ere” Integral, also die Integration bezuglich v,

berechnet.

b) Der Integrationsbereich A ist ein sog. Normalbereich.

Ein Normalbereich vom Typ | ist gegeben durch: a <x<b, g;(x) <y < g,(x) .
Ein Normalbereich vom Typ Il ist gegeben durch: ¢ <y <d, hi(y) <x < hy,(y) .

Der Typ des Normalbereichs legt die Integrationsreihenfolge fest:

b b ..
[f, fGoyyda= [ [250 fGoydy dx = [0 f(x,y)dy ydx fiir den Typ I,

d +h d,  h N
ffA f(x,y)dA = fc fhlz(%)f(x, y)dxdy = fc {fhlz((;;)f(x, y)dx }dy fur den Typ Il

Die Integration mit den variablen Grenzen (den Funktionen) ist stets die innere

Integration, die Integration mit den festen Grenzen ist die &ul3ere Integration.



Bspl.
Das Integrationsgebiet A istdas Rechteck 1<x<2,0 <y <2.

Der Integrand sei f(x,y) =xy + y?2.

[, fyyda= [’ Gy +yDdydx = [ ([ (xy +y>)dy}dx
= [[lsy? +3y%3dx = [[[(x322+52%) - 0ldx =[] (2x+8/3 )dx

=[x*+8/3x]} = (2°+8/3-2)—(1°+8/3-1) =17/3.

Die Reihenfolge der Integrationen kann wegen der festen Grenzen problemlos

vertauscht werden: foz flz(xy + y2)dxdy = foz {flz(xy +y2)dx}dy .

Da der Integrand im Integrationsgebiet positiv ist, also f(A) > 0,
ergibt das Integral hier das Volumen V(K) des Kdrpers K(A; f) .

Bspl.: Konkrete Durchfihrung der 0. Grundaufgabe

Wir kdnnen jetzt das Doppelintegral ffA dA konkreter hinschreiben.

Das Integrationsgebiet A, dessen Flache wir suchen, ist ein Normalbereich vom
Typl: a<x<bh g;(x) <y < g,(x) ,wobei g;(x)=0, g,(x) =g(x),

also: a<x<b 0<y <g(x) . Damit lautet das Doppelintegral:

[f, da= J; 29 aydx =[PP dyydx = [[1y 1% dx = [ (g(x) — 0)dx =

f; g(x)dx .

Wir erhalten das bekannte eindimensionale Integral fur die Flachenberechnung.

Satz 1c
Bei der Verwendung anderer Koordinaten gilt fir das Flachenelement dA eine
andere Beschreibung, z.B. in Polarkoordinaten: dA =r dr de bzw. dA =r de dr.

Beachten Sie den zuséatzlichen Faktor r .

r ist der Abstand eines Punktes im Integrationsgebiet A (also in der xy-Ebene) zum

Ursprung. Damit gilt in kartesischen Koordinaten: r =,/x2 + y? .



Bspl.:
Das Integrationsgebiet A ist die Kreisflache , Mittelpunkt (0, 0) , Radius R.

In kartesischen Koordinaten gilt fir die Punkte auf der Kreislinie: x* +y* = R? (%).

A ist dann ein Normalbereich vom Typ | oder Il, je nachdem, nach welcher Variable

die Gleichung (*) aufgeldst wird.
Typl : —R<X<R, —VR?—-x2<y<+VR?-x?2 .
Typll : —R<y<R, —R?—y?<x<,/R>?-y?.

In Polarkoordinaten ist die Beschreibung von A einfacher: 0 <r <R, 0 < ¢ < 2m,

also nur feste Grenzen! Die Integrationsreihenfolge ist dann egal !

Es soll jetzt das Volumen der Halbkugel tber dieser Kreisflache berechnet werden.
Die Halbkugel ist also der Korper K(A; f) . Der Graph der Funktion f , die wir noch
festlegen mussen, ist die ,,obere” Begrenzung des Korpers (die Oberflache, der
.Deckel*). Gesucht ist V(K).

In kartesischen Koordinaten gilt fuir alle Punkte auf der Oberflache dieser Halbkugel:

x> +y*+2°=R?*, z >0.
Diese Gleichung wird nach z aufgelost: z =f(x,y) = R? — x2 — y?
Die ,obere” Begrenzung ist der Graph dieser Funktion z = f(x, y) .

Bei Wahl von Typ | zur Beschreibung von A erhalten wir fir das Volumen:

V(K) = [F 1929 £(x, y)dydx , wobei g,(x) = —VRZ —x2, g,(x) = VRZ—x2.
R

g1(x)

Man kann Gber Symmetrie-Uberlegungen die Rechnung vereinfachen.

In Polar-Koordinaten gilt fiir die Punkte auf der Oberflache r? + z> = R?, denn

x? +y? = r?. Diese Gleichung wird nach z aufgelést: z =f(r)=vVR2 —r2.
Die ,obere” Begrenzung ist der Graph dieser Funktion z =f(r).

Wir erhalten fur das Volumen:

V(K) = fOR foznf(r) rdedr oder V(K)= fozn fOR fr)rdrde.

Die Rechnung ist jetzt einfacher.



Zweite Grundaufgabe:

Masse eines ebenen Flachenstiicks bei nicht-konstanter Flachendichte

Sei p(x,y) die Flachendichte eines ebenen Flachensticks (also Masse pro

Flacheneinheit, ,Massenbelegung"). Diese Flachendichte muss nicht konstant sein.

Das Integral ffA p(x,y) dA ergibt die Gesamtmasse M des Flachenstiicks A.
Der Integrand heif3t jetzt offensichtlich p(x,y) statt f(x,y) .

Auch das kann man wie oben herleiten: die Masse Am; des Flachensticks AA;

ergibt sich naherungsweise als p(xi, yi) AA4; . Dies gilt deshalb nur néherungsweise,

well fir das gesamte Flachenstiick AA; derselbe Dichte-Wert p(x;, yi) genommen
wird; dies gilt exakt aber nur bei konstanter Dichte ! Fir die Gesamtmasse ergibt

sich dann:

M =>Am x~ > p(x,y) A4; undim Grenzibergang das Doppelintegral
i=1

i=1

M= [f, p(x,y)dA .



Bem.

1)

Ein Doppelintegral wird also berechnet, indem nacheinander zwei
eindimensionale Integrale berechnet werden (man spricht auch von iterierten
Integralen).

Diesen Vorgang kann man fur f(A) >0 auch wieder geometrisch interpretieren:
Der Integrationsbereich A seidas Rechteck a<x<bh, c<y<d.

Der Kdrper wird jetzt nicht in senkrechte Saulen zerlegt, sondern durch vertikale

Schnitte parallel zur x-Achse in_k Scheiben zerlegt. Fur die i-te Scheibe gilt auf der

vorderen Begrenzungsflache y =y, . Die Scheibe hat aul3erdem eine Dicke Ay;.

Das Volumen AS; dieser Scheibe kann ndherungsweise berechnet werden durch

» Flacheninhalt der vorderen Scheibenbegrenzungsflache - Dicke “ =

(fy fGeyDdx ) Ay:

Dann gilt fur das Volumen des Kérpers: V (K) = Y&, AS;= {‘=1(fff(x, y;) dx) Ay; .
Der Grenziibergang k — o liefert dann das Doppelintegral fcd ff flx,y)dx dy .

Die Integration bezlglich x ist dann zwangslaufig die innere Integration.

Analog kann man auch Scheiben einfihren durch Schnitte parallel zur y-Achse.

Auch fur Normalbereiche kann man obige Uberlegung anstellen.

2)
Die Darstellung fur ein kleines Flachenstick: AA; = Ax;Ay; oder AA; = Ay;Ax;
ist am Rande eines krummlinig begrenzten Gebietes auch nur eine Approximation.

Im Grenzubergang AA — 0 spielt das aber keine Rolle mehr.

3)
Je nachdem, was der Integrand bedeutet, kann das Integral auch eine andere
Interpretation haben, z.B. Flachentragheitsmoment oder

Schwerpunktkoordinaten des Flachensticks.



Dritte Grundaufgabe:

Berechnung der Masse eines Koérpers K mit nicht-konstanter Massendichte .

Idee (vergl. auch die Bem. zu Satz l1a):
Die Dichte sei gegeben durch die Funktion p(x,y,z) , kurz p(P) .
Der Kérper K wird in n kleine Teil-Korper AK; unterteilt (zerlegt). Das Volumen
von AK; sei AV;.Injedem AK; wahlt man willkiirlich eine Stitzstelle
Pi= (Xi, Vi, zi). Die Masse von AK; ist dann ndherungsweise Am; =~ p(P;) AV; .
Dies gilt deshalb nur ndherungsweise, weil fir das ganze AK; derselbe Dichte-Wert
p(P;) genommen wird; dies gilt exakt aber nur bei konstanter Dichte.
Esgitdann: M= Y Am, =~ > p(R)AV,

i=1 i=1
Jetzt lasst man n — oo gehen (immer mehr und immer kleinere Teil-Korper) und

gelangt zum Dreifachintegral (Satz 2).
Der Satz wird zunachst fur eine allgemeine Funktion f(x,y,z) formuliert.

Satz 2
Die Funktion f(x,y,z), kurz: f(P), sei stetig in Kc R®. Pi= (x, Yi, Zj) Istein

n
Punkt in K . Dann existiert der Grenzwert lim,,_, Z f(R)AV; sofern AV, -0 .
i=1

Der Grenzwert ist unabhangig von der Wahl der Zerlegung und der Wahl der

Stutzstellen. Der Grenzwert wird mit dem folgenden Symbol bezeichnet, wenn man

andeuten will, dass er aus einer Summe entstanden ist: fK flx,y,z)dV .

Da bei der Auswertung des Integrals tUber den kdrperhaften Bereich K integriert wird
und dies mit Hilfe dreier gewdhnlicher Integrationen geschieht, ist folgende Notation
ebenfalls sinnvoll: [ff, f(x,y,2)dV.

Das Integral heil3t Dreifachintegral oder Volumenintegral.

Der Kérper K ist der Integrationsbereich, dV heifl3t Volumenelement.



Satz 2a
Ist der Integrand f(x.,v.z) die Dichtefunktion, die wie tblich mit p(x,y,z)

bezeichnet werden soll, so ist das Integral gleich der Masse des Kdrpers K.

Ist der Integrand f(x,y,z) =1, so ist das Integral gleich dem Volumen des Korpers:

V(K) = [[f, dV . Die erste Grundaufgabe kann also auch so gel6st werden.

Dies kann leicht gezeigt werden. Dazu brauchen wir aber erst Satz 2b.

Satz 2b ( = Bild B, Abb. 3 )
Verwendet man zur Beschreibung des Integrationsbereich K kartesische

Koordinaten, gilt fir das Volumen des kleinen Teilkorpers: AV; = Ax; Ay; Az; bzw.

eine entsprechende Permutation.

Damit gilt fir das Volumenelement: dV =dx dy dz bzw. eine entsprechende
Permutation der Symbole.

Die konkrete Reihenfolge der Symbole (dx, dy, dz) legt die Integrationsreihenfolge

fest.

a)

Der Integrationsbereich K istder Quader a<x<bh, c<y <d, e<z <.

Dann kann das Dreifachintegral so geschrieben werden: ff fcd feff(x, y,z)dz dy dx .

Das Dreifachintegral wird dann berechnet, indem nacheinander drei

eindimensionale Integrale berechnet werden (sog. iterierte Integrale):

f: {fcd {feff(X.y,z) dz} dy} dx .

Hier wird erst die Integration beztiglich z ausgefuhrt (y und x werden konstant
gehalten), dann die y-Integration (x wird konstant gehalten) und dann

die x-Integration.

Da alle Grenzen konstant sind, ist die Integrationsreihenfolge beliebig (wenn

der Integrand wie vorausgesetzt stetig ist !) und man kann z.B. auch schreiben:

feb {fcd {f: f(x,y,2) dx} dy} dz .



b)

Der Integrationsbereich K ist ein sog. Normalbereich.

Ein Normalbereich vom Typ | ist gegeben durch:
asxsbh g1(x) =y <g:(x), hi(x,y) £z < hy(x,y).

Dann kann das Dreifachintegral so geschrieben werden:

2(x) rh2(xy) 2(x) h2(x,y)
LIS e ey, 2ydzdy dx = [} {50 {frromm F(6y,2)dz} dy Jdx

Beziglich der Reihenfolge gilt:

Die z — Integration, deren Grenzen von x und y abh&angen, ist zwingend die
innere Integration. Dann kommt die y — Integration, deren Grenzen von X

abhangen. Die x — Integration mit den festen Grenzen ist die aul3ere Integration.

Bei Normalbereichen anderen Typs ist die Integrationsreihenfolge

entsprechend anders zu wéhlen.

Bspl.: Losung der ersten Grundaufgabe tGber ein Dreifachintegral

Der Korper K sei der folgende Integrationsbereich:
as<x<bh gi(x)<y <g,(x), 0 <z < h(x,y) (also nur positive z - Koordinate ! )
Der Integrationsbereich ist also ein Normalbereich vom Typ | .

Der Integrand f(x,y,z) = 1.

Das Volumen des Korpers ist gegeben durch das Dreifachintegral

W 1av = [ v = ][50 [ dzdydx = [ 5201, dzy dy dx.

g1(x) g1(x)
Die z-Integration kann sofort ausgefuhrt werden:
g2(x) _ g2(x)
f fgl(x) dy dx f fgl(x) h(x, y) d_’y dx

Dies ist aber gerade das Doppelintegral zur Berechnung des Volumens des Kdorpers
K (A; h): V(K) = [f, h(x,y)dA. Der Integrand h(x,y) im Doppelintegral ist der

.Deckel* des Korpers. Das Integrationsgebiet A des Doppelintegrals (der ,Boden*

des Kdrpers) ist gegeben durch a<x<b, g;(x) <y < g,(x).



Satz2c (> BildB, Abb.4)

Bei der Verwendung anderer Koordinaten gilt fir das Volumenelement dV eine
andere Beschreibung, z.B. in Zylinderkoordinaten: dV =r dr d¢ dz (oder
permutiert). Zylinderkoordinaten sind rdumliche Polarkoordinaten (die z-Koordinate
kommt neben den Polarkoordinaten r und ¢ einfach als dritte Koordinate hinzu).
Fur den Faktor r im Volumenelement gilt in kartesischen Koordinaten weiterhin:
r=JxZHy7

Wichtig sind auch Kugelkoordinaten: dV = r® sind dr de d9 (oder permutiert).
Beachten Sie den Faktor r? sind in dV.

Achtung: r istjetzt der Abstand eines dreidimensionalen Punktes P vom

Ursprung. Der Ortsvektor des Punktes P sei 7 ,dannist r=|#|, alsoin

kartesischen Koordinaten: r =,/x2+y2 4+ z2 Il 9 ist der sog. Polarwinkel
zwischen dem Ortsvektor 7 und der z-Achse, positiv von der z-Achse gezahlt.
¢ ist wieder der Winkel in der xy-Ebene (also zwischen der x-Achse und dem Vektor

zum FuB3punkt von P) und heil3t Azimuthal-Winkel.

Bspl.

Das Volumen der Halbkugel ( Mittelpunkt = Ursprung, Radius R ) soll jetzt Giber ein
Dreifachintegral berechnet werden (also ein weiteres Beispiel zur Lésung der ersten
Grundaufgabe Uber ein Dreifachintegral). Die Halbkugel ist also der Integrations-
bereich K. In Kugelkoordinaten lauteter: 0 <r <R, 0< ¢ <2m, 0<9 <m/2,

also nur feste Grenzen! Die Integrationsreihenfolge ist dann egal !
V(K) = [ff, av = fOR fozn fon/zrzsin (9) dY de dr (oder eine andere Reihenfolge).
Bem.
1) Die Darstellung fir ein kleines Flachenstlick: AV; = Ax;Ay; Az; ist am Rande eines
durch nicht ebene Flachen begrenzten Kdrpers auch nur eine Approximation.
Im Grenzubergang AV; >0 spielt das aber keine Rolle mehr.
2) Je nachdem, was f(x,y,z) bedeutet, kann das Integral auch eine andere

Interpretation haben, z.B. Massentragheitsmoment oder

Schwerpunktkoordinaten des Korpers.



