TS: U3/1

Lagrangesche Gleichung 2. Art, Eigenkreisfreuguenzen und
Eigenverhalten

1) Aufgabenstellung

Fur das Reibungsfreie System sollen die Schwingungsdifferentialgleichungen mit Hilfe der
Lagrangeschen Gleichung 2. Art aufgestellt werden.

Gegeben:
=0
=m
= kg
=k,

mr

Gesucht:

= Schwingungs-Dgin. fiir kleine Auslenkungen

Zusatzaufgabe:

m Berechnung der Eigenkreisfrequenzen und Eigenverhalten unter der Annahme k; = k.

1) FreikOrperbild
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l1) Vorarbeit

Die Kreisscheibe rotiert entgegen dem Uhrzeigersinn. Dadurch wird die Feder k1 gestreckt und die
Feder k2 gestaucht. Durch die Tragheit des Wagens, fuhrt dieser eine zeitversetzte transiente
Bewegung aus. (Er hangt nach!)

Durch die gegebenen Koordinaten ¢ und x sollen nun die entsprechenden Kinetischen und Poten-
tiellen Energien aufgestellt werden. Mit der 2. Art der Langrageschen Gleichung werden dann die
Schwingungs-Dgin. konstruiert.

Formeln: Potentielle Energie - Ep=m=xgxh+ %* ks (Al)?
(Lageanteil + Federanteil)
Kinitische Energie - Ex = i*m*vz
Lagrangesche Funktion > L=Ex-Ep
Lagrangesche Gleichung 2. Art - 0= %(:—;) - %

Kleine Auslenkungen bedeuten, dass die Winkelfunktion linearisiert werden. sin(y) = ¢ , cos(¢) =1
Dadurch entféllt der Lageanteil bei der Potentielle Energie

Ep =m=xgxh + Federanteil = m=g=(r — r xcos(y¢)) + Federanteil =
m=g=(r —r=1) + Federanteil = m+ g+ 0 + Federanteil = Federanteil
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V) LOsung

Schwingungs-Dgln. fuir kleine Auslenkungen

nizs4= Remove [""Global ™ ']

nessi= Quantity[m, "Kilogramms™] ;

nsel= Quantity[{kl, k2}, "Newtons/Meters™"] ;
nes7= Quantity [ {X, r}, ""Meters'"];

nessl= Quantity[e, "Meters™2xKilogramms™] ;
nssol= Quantity[e, "rad™];

Einheiten werden in Mathematica in plural bezeichnet.

Aufstellen der potentiellen Energie

nseol= EPIX_, ¢ ] :=1/2Kl*x (rxe)"2+1/2Kk2x% ((r*¢) -Xx)"2
Aufstellen der kinetischen Energie

nize1l= EKIXP_, @p_1 2=1/2+m*xXp2+1/2 %6 %p"2

nEezi= L[X_, @_, XP_, op_1 = EK[Xp, ¢p] - EP[X, ¢]

mxp2 1 1 o pp?
P - —k1r2¢?- —K2 (-x+1 @)%+ P
2 2 2 2

Out[362]=

Aufstellen der Lagrangeschen Gleichung 2. Art mit g = x und d = xp
npesr= LX = D[L[X, ¢, XP, ¢pl, X]

ouzesl= K2 (=X +r1 @)

In[364]:= LXp = D[L[X, @, Xp, ‘Pp] s Xp]

out[364]= MX p

nesi= Zeitabhangig = {X -» X[t] , Xp->X"[t], ¢ > o[t], ep > o [t]}
oupes= {X > X[t ], Xp=>X'[t], o=>0[t], op->¢ [t]}

npEesl= LXPE[t_] = LXp /. Zeitabhéngig

ouf3e6l= MX’ [t ]
nEe7i= LXPEL = Lxpt " [t]
ou367)= MX" [t ]

1. Gleichung der Bewegungsgrof3e x
npesl= LOL1 = LXptL - (Lx /. Zeitabhéngig) ==
oues)= -K2 (=X [t]+r @[t]) +mx”[t] =
Aufstellen der Lagrangeschen Gleichung 2. Art mit g = ¢ und g = ¢p

nedt= Lo = D[L[X, @, XpP, ¢pl, @]

oupeo —k1r2¢p-k2r (=X +T @)
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n370)= Lep = D[L[X, @, XP, ¢p], ¢p]
out[370]= 6 P

nis71= Lept[t_] = Lep /. Zeitabhéngig
ou7il= © @’ [t ]

nE721= LoptLl = Lept™ [t]
outa72l= © @”" [t ]

ni373)= LO2 = LeptL - (Lo /. Zeitabhangig) ==
oupral: K1r2 o[t ] +K2r (=X[t]+r @o[t]) +0¢"[t] =

Einschub: DGL l6sen und Darstellung von Szenarien

In den folgenden Szenarien zeigen wir Schwingungen mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen.

np74p= parameter = {(m-»2,6-52,kl 0.5, k2-50.5, r-»1}
oura= {Mm-=2, 6 -2, k1 -0.5, k2-0.5, r -1}

ns7sk= LO1lp = LO1 /. parameter
oua7sl= =0.5 (=X[t] +[t]) +2x”[t] =0

nis7el= LO2p = LO2 /. parameter
oupzel= 0.5 @[t ] +0.5 (=x[t] +o[t])+2¢”"[t] =0

Szenario 1: Anfangsauslenkung des Wagens: x(0)=-1
ne77= LSG =
DSolve[{LO1lp, LO2p, X[0] == -1, ¢[0] =0, x"[0] =0, ¢"[0] == 0}, {X[t], o[t]}, t]
oupr= {{x[t] - (5.97471x102° +0. 723607 1)
((0. +1. 1) Cos[0.309017t ] - (1.14107 x10°'°-0. 381966 i) Cos [0. 809017t ] +
(5.39644 x10717 +1.8867 x107*° i) Sin[0.309017t ] -
(2.06126 x 1017 + 7. 20655 x 10*" i) Sin[0.809017t]),
©[t] > (2.30066 x 108 +0.447214 i) ((0. +1. i) Cos[0.309017t] -
(0. +1. i) Cos[0.809017t] + (8.32667 x 10" +4.09224 x10*° i)
Sin[0.309017t] - (3.18051x10 ' +1.5631x10 ' i) Sin[0.809017t])}}

nis7el= LSG = % // Chop // FullSimplify

oufsrel= {{X [t ] » -0. 723607 Cos [0. 309017t ] - 0. 276393 Cos [0. 809017t ],
o[t] - -0.447214 Cos [0. 309017t ] +0. 447214 Cos [0. 8090171t ]}}

niz79)= Xawp [t_] = X[€] /- LSG[[1]]
oufs79)= -0. 723607 Cos [0. 309017t ] - 0. 276393 Cos [0. 809017 t ]

nseo= gawp [t_] = ¢[t] /. LSG[[1]]
oupsol- ~0. 447214 Cos [0. 309017 t ] +0. 447214 Cos [0. 809017 t ]
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nissi= Plot[{xawp[t], gawp[t]}, {t, O, 20}, PlotRange -» All]

10

out[381]=

-1.0

Szenario 2: Anfangsauslenkung der Rolle: ¢(0)=-1
nze2i= LSG =
DSolve[{LOlp, LO2p, x[0] = 0, ¢[0] == -1, X"[0] == 0, ¢"[0] = 0}, {X[t], @[t]}, t]
out[382]= {{X t] - (7. 32559 x1071° 4+ 0. 447214 1'1)
((0. +1. i) Cos[0.309017t] - (1.7226x10%3+1. i) Cos[0.809017t] -
(1.43618x103%+7.17107 x10*° i) Sin[0.309017t] +
(5.48573x 10734 +2.7391x107® i) Sin[0.809017t ]},
o[t] > (-0.276393-1.1853x10*® i) ((1. +0. i) Cos[0.309017t] +
(2.61803 - 1.55158 x 107 i) Cos [0. 809017 t ] - (4. 82105 x 10 ' - 1. 0832 x10°%* i
Sin[0.309017t] + (1.84148 x107°-4.13745x10 % i) Sin[0.809017t])}}

nize3l= LSG = % // Chop // FullSimplify

oufsss= {{X[t] » -0.447214 Cos [0. 309017t ] +0. 447214 Cos [0. 809017t ],
©[t] - -0.276393 Cos [0. 309017t ] - 0. 723607 Cos [0. 809017t ]}}

neea- xawp [t_] = X[t] /. LSG[[1]]
ouzsa- —0. 447214 Cos [0. 309017t ] + 0. 447214 Cos [0. 809017 t ]

nzesl= @awp [€_] = @[t] /- LSG[[1]]
ourzssi= -0. 276393 Cos [0. 3090171t ] - 0. 723607 Cos [0. 809017 t ]

nissl= PlOE[ {xawp[t], wawp[t]}, {t, O, 20}, PlotRange -» All]

10+

out[386]=

Szenario 3: Anfangsauslenkung der Rolle und des Wagens : ¢(0)=-1; x(0)=-1
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nee7i= LSG =
DSolve[{LOlp, LO2p, x[0] = -1, @[0] == -1, X" [0] =0, ¢"[0] = 0}, {X[t], @[t]}, t]
ouper= {{x[t] > (-1.17082 +7.92306 x 10 1)
((1. +0. i) Cos[0.309017t ] - (0. 145898 - 5. 77979 x107'% i) Cos [0. 809017t ] -

(1.57306 x 1076 + 3. 33518 x 10" i) Sin[0.309017t ] +
(6.00855 x 10717 + 1. 27393 x 10" i) Si n[0. 809017t ]),

@[t] > (1.11535x 108+ 0.723607 i) ((0. +1. i) Cos[0.309017t ] -
(2.13013 x10*® - 0. 381966 i) Cos [0. 809017t ] +
(5.14617 x 1077 + 6. 87666 x 1077 i) Sin[0.309017t] -
(1.96566 x 107 +2. 62665 x 10" i) Sin[0.809017t])}}

nisssl= LSG = % // Chop // FullSimplify

oufsssl= { {X [t ] » -1.17082 Cos [0. 309017t ] +0.17082 Cos [0. 809017t ],
o[t] »-0.723607 Cos [0. 3090171t ] -0. 276393 Cos [0. 8090171t ]}}

nEsgr= Xawp[t_1 = X[t] /- LSG[[1]]
oufzso)= —-1. 17082 Cos [0. 309017t ] +0.17082 Cos [0. 809017 t ]

nizo0l= @awp[t_] = @[t] /- LSG[[1]]
outzeo)= —0. 723607 Cos [0. 309017t ] -0. 276393 Cos [0. 809017t ]

nizoil= Plot[{xawp[t], awp[t]}, {t, O, 20}, PlotRange -» All]

Out[391]=

Szenario 4: Anfangsauslenkung der Rolle und des Wagens : ¢(0)=-1; x(0)=1
n392= LSG =
DSolve[{LO1p, LOZp, X[0] =1, ¢[0] = -1, X" [0] =0, ¢"[0] =0}, {X[t], o[t]}, ]
ouezl= {{x[t] - (0.276393 +6.72811x10 1% i)
((1. +0. i) Cos[0.309017t ] + (2.61803 - 8. 80722 x 10 '8 i) Cos[0. 809017t ] +
(1.65425x101°-1.41281x10*° i) Sin[0.309017t] -
(6.31866 x 1071° - 5. 39644 x 10*" i) Sin[0.809017t]),
o[t] > (3.48596 x10° '8 +0.17082 i) ((0. -1. i) Cos[0.3090171t] -
(1.19466 x 10 1° - 6. 8541 i) Cos [0. 809017t ] - (2. 17995 x 10 '+ 1. 85143 x10*° i)
Sin[0.3090171t] + (8.32667 x10*7 +7.07182x10 % i) Sin[0.809017t])}}



03_Technische_Schwingungen.nb | 7

nise3l= LSG = % // Chop // FullSimplify

ouzes- {{X[t] - 0.276393 Cos [0. 309017t | + 0. 723607 Cos [0. 809017t |,
©[t] > 0.17082 Cos [0. 309017t ] - 1. 17082 Cos [0. 809017 t ]} }

nEes= Xawp [€_] = X[t] /- LSG[[1]]
oufzes= 0. 276393 Cos [0. 309017t ] + 0. 723607 Cos [0. 809017 t ]

nsos= gawp [t_] = ¢[t] /. LSG[[1]]
ougzosi= 0. 17082 Cos [0. 309017 t ] - 1. 17082 Cos [0. 809017 t |

nizoel= Plot[{xawp[t], wawp[t]}, {t, O, 20}, PlotRange -» All]

out[396]=

Ende des Einschubs

Zusatzaufgabe: Berechnung der Eigenkreisfrequenzen und der Eigenverhalten

Formeln: Bewegungsdifferentialgleichung - M*X +DsX +KsX=f
M = Massenmatrix
D = Dampfungsmatrix (keine Dampfung vorhanden)
K = Steifigkeitsmatrix (Nebendiagonale muss gleich sein)
L X, X =Beschleunigungs —, Geschwindigkeit —, Streckenmatrix
f = Erregerkraftvektor (keine Erregung vorhanden)
Determinante > det(-w?+M +K) =0
Eigenvektoren > (-w?*M +K)xp =0
n397)= MM = m 0
e (o 1/2*m*r’\2)

mr 2

Out[397] {{m O}’ {O’ T}}

npesl= K1 = k2

ouizes= k2
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nzogl= KM = ( k2 -k2xr )

-k2xr kl«*r*2+k2%xrn2
out[399]= {{k2 -k2r3y, {—kZI’, 2k2|’2}}

n4001= MO1 = Det[ a)AZ*mM+kM]

ouaool= k2212 - k2 mr? w? + — rT? r2 ot
2 2

o= U0l = mO1 /. {w >z, 0wt Z’\Z}

5
outao1)= K22 12 2k2mr22+5mzr222

ni4021= U022 = Solve [uOl = 0, z]

5k2 -+17 k2 5k2 ++17 k2

oo (fe» ST, S AT K2

no3= U033 =u02 /. 2 -> wN2

5k2-+17 k2 5k2++17 k2

out[403]= {{wz - T}, {wz - T}}
n@o4i= wl = SQre[fu02[[1, 1, 21711

5k2-4/17 k2
m

V2

Out[404]=

nosl= €01 = —wl™2 » mM + kM

ouos]- {{k2+E (-5k2+17 k2), -k2r}, {-k2r, 2k2r?- — (5k2-+/17 k2] r2}}

PN

ni4061= €02 = Eigenvectors[e01]
-3 ++/17

out[406]= {{i (3r + 17 I’), l}, { y l}}

ni#071= Eigenverhaltenl = MatrixForm[e02[[1]]]

Out[407]//MatrixForm=

[i(3r+ 17r)]

1

ni408l= Eigenverhalten2 = MatrixForm[e02[[2]]]

Out[408]//MatrixForm=

a

2r
1

Wenn sich die BewegungsgrofRe x um “1” in Richtung der x-Koordinate bewegt, bewegt sich die
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Bewegungsgrolie ¢ um - 3*27 r” in Richtung der ¢-Koordinate.

V) Fazit

In dieser Aufgabe wird das Aufstellen der Langrangeschen Gleichung getibt. Dabei muss beachtet
werden, dass man an alles denkt. Nur wegen der Linearisierung entféllt der Lageanteil der poten-
tiellen Energie. In anderen Aufgaben ist dies nicht der Fall oder es bedarf einer komplexeren Lin-
earisierung. Um die Ubersicht zu erhalten ist es angebracht strukturiert vorzugehen. Erst die eine
Bewegungsgrolie berechnen und sobald die Bgl aufgestellt ist, mit der anderen anfangen. Und man
muss immer drauf achten welche die generalisierten Koordinaten sind (Immer auf diese Koordi-
naten umrechnen).

Bei der Berechnung der Eigenkreisfrequenzen sind als aller erstes die Matrizen der Masse und
Steifigkeit zu bilden. In unserem Fall kann man sich das ganze so betrachten:

Mx’ +0x¢"” —k2(-x+r1r¢)=0 =mx=xX"  +0x¢” +Kk2xX —k2xrx¢p=0
0+X" +0¢" +k2r (—x+r @) +klr2p=0
= 0xxX"  +0x¢” —Kk2xrxx +(kl>x<l’2+k2>x<r2)*(p=0

. m O
— Massenmatrix: M= ( )
(O]
Steifiakei . k2 —k2=r
= Steifigkeitsmatrix: K_[—kZ*r (kl*r2+k2*r2))

) » m 0 NG k2 —-k2xr X 0
— Bewegungsdgl: (0 9)*(¢/’)+(—k2*r (kl*r2+k2*r2)]*(¢)__

Zur Selbstkontrolle: Die Nebendiagonale der Steifigkeitsmatrix muss gleich sein (=k2xr).



